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1 Definit, ii s, i proprietăt, i elementare

Definit, ia 1. Fie A s, i B două mult,imi nevide. O corespondent,ă f : A → B
se numes, te funct,ie dacă s, i numai dacă (∀) x ∈ A, (∃!) y ∈ B pentru care
f (x) = y.

Definit, ia 2. Dacă avem o funct,ie f : A→ B, mult,imea A se numes, te dome-
niul funct,iei f , iar mult,imea B se numes, te codomeniul funct,iei f .

Definit, ia 3. Dacă avem o funct,ie f : A → B s, i f (x) = y, elementul y se
numes, te imaginea lui x s, i se notează y = Imx.

Definit, ia 4. Dacă avem o funct,ie f : A → B s, i M o submult,ime a lui
A. Definim submult,imea lui B: N = {y ∈ B | y = f (x) , x ∈ A}. Această
submult,ime se numes, te imaginea lui M s, i se notează N = ImM .

Definit, ia 5. Dacă avem o funct,ie f : A → B s, i submult,imea lui B notată
C = ImA, atunci această submult,ime se numes, te imaginea funct,iei f s, i se
notează C = Im f .

Proprietatea 1. Pentru o f : A→ B, sunt adevărate relat, iile:

(a) (∀) M ⊆ A, cardM ≥ card ImM ;

(b) (∀) M ⊆ A, cu card ImM =∞, avem cardM =∞ (notat, ia cardX =∞
ı̂nseamnă că mult, imea X este infinită);

(c) (∀) M ⊆ A, avem ImM ∩B = ImM s, i ImM ∪B = B;

(d) cardA ≥ card Im f s, i cardB ≥ card Im f ;

(e) Im f ∩B = Im f s, i Im f ∪B = B.

Definit, ia 6. Definim funct,ia IdA : A → A funct,ia identitate, cu proprietatea
că (∀) x ∈ A, f (x) = x.

Definit, ia 7. Definim funct,ia NlA : A → {0} funct,ia nulă, cu proprietatea că
(∀) x ∈ A, f (x) = 0.

Definit, ia 8. Pentru o funct,ie f : A → B, definim funct,ia opusă, g : A →
(−1) · B, cu proprietatea că g (x) = −f (x) , (∀) x ∈ A. Notăm g = −f . Am
notat n ·X = Y , dacă s, i numai dacă Y = {y | y = nx, x ∈ X}.
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2 Operat, ii cu funct, ii

Definit, ia 9. Fie f : A → B s, i g : A → C două funct,ii. Definim suma celor
două funct,ii h : A→ B+C, cu proprietatea că (∀) x ∈ A, h (x) = f (x)+g (x).
Notăm suma a două funct,ii h = f + g. Notat,ia folosită pentru mult,imi X + Y
reprezintă mult,imea Z = {z | z = x + y, x ∈ X, y ∈ Y }.

Proprietatea 2. Suma unor funct, ii definite pe A are următoarele proprietăt, i:

(a) f + g = g + f ;

(b) (f + g) + h = f + (g + h);

(c) f + NlA = NlA + f = f .

(d) f + (−f) = NlA.

Definit, ia 10. Fie f : A→ B s, i g : A→ C două funct,ii. Definim diferent,a celor
două funct,ii h : A→ B−C, cu proprietatea că (∀) x ∈ A, h (x) = f (x)−g (x).
Notăm suma a două funct,ii h = f − g. Notat,ia folosită pentru mult,imi X − Y
reprezintă mult,imea Z = {z | z = x− y, x ∈ X, y ∈ Y }.

Proprietatea 3. Diferent,a unor funct, ii definite pe A are următoarele pro-
prietăt, i:

(a) f − g = − (g − f);

(b) f − g − h = f − (g + h);

(c) f − g = f + (−g);

(d) f −NlA = − (NlA− f) = f ;

(e) f − f = NlA.

Definit, ia 11. Fie f : A→ B s, i g : A→ C două funct,ii. Definim produsul celor
două funct,ii h : A→ B · C, cu proprietatea că (∀) x ∈ A, h (x) = f (x) · g (x).
Notăm produsul a două funct,ii h = f · g. Notat,ia folosită pentru mult,imi X · Y
reprezintă mult,imea Z = {z | z = x · y, x ∈ X, y ∈ Y }.

Proprietatea 4. Produsul unor funct, ii definite pe A are următoarele pro-
prietăt, i:

(a) f · g = g · f ;

(b) (f · g) · h = f · (g · h);

(c) f · IdA = IdA · f = f ;

(d) f ·NlA = NlA · f = NlA;
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Definit, ia 12. Fie f : A → B s, i g : A → C două funct,ii, g nenulă. Definim
raportul celor două funct,ii h : A → B

C , cu proprietatea că (∀) x ∈ A, h (x) =
f(x)
g(x) ,g (x) 6= 0. Notăm raportul a două funct,ii h = f

g . Notat,ia folosită pentru

mult,imi X
Y reprezintă mult,imea Z =

{
z
∣∣∣ z = x

y , x ∈ X, y ∈ Y
}

.

Proprietatea 5. Raportul unor funct, ii definite pe A are următoarele pro-
prietăt, i:

(a) f
g = h⇔ g · h = f ⇔ f

h = g, g, h 6= NlA;

(b) f
g ·

g
f = IdA, f, g 6= NlA;

(c) f
f = IdA, f 6= NlA

(d) f
IdA = f ;

(e) NlA
f = NlA, f 6= NlA;

Definit, ia 13. Fie g : A → B s, i f : B → C două funct,ii. Definim com-
punerea celor două funct,ii h : A → C, cu proprietatea că (∀) x ∈ A, h (x) =
f (g (x)) ,g (x) 6= 0. Notăm compunerea a două funct,ii h = g ◦ f .

Proprietatea 6. Compunerea a două funct, ii are următoarele proprietăt, i:

(a) f ◦ IdB = IdB;

(b) f ◦NlB = NlB;

(c) card Im g ◦ f ≤ card Im g ≤ cardB;

(d) card Im g ◦ f ≤ card Im f ≤ cardC.

Definit, ia 14. Fie f : A → B o funct,ie. Dacă există o funct,ie g : B → A,
pentru care g ◦ f = IdB, atunci numim g inversa lui f s, i notăm g = f−1.

Concluzie. Studiind operat, iile cu funct, ii am ajuns la următoarele concluzii im-
portante:

1) Operat, iile fundamentale – suma s, i produsul, ca s, i derivatele lor, diferent,a
s, i raportul, funct, ionează după următoarea schemă, elementul lor comun
fiind aplicarea simultană (la acelas, i pas) a celor două funct, ii. Pornim
de la un număr x. Aplicăm simultan cele două funct, ii f s, i g lui
x s, i obt, inem două numere y1 s, i y2. Printr-o operat, ie algebrică
standard, cele două rezultate sunt cumulate pentru a obt, ine un
singur rezultat y.

2) Operat, ia specifică funct, iilor – compunerea – funct, ionează după o schemă
modificată. Cele două funct, ii sunt aplicate succesiv, nu simultan. Pornim
de la un număr x. Aplicăm funct, ia g lui x s, i obt, inem numărul y.
Aplicăm funct, ia f lui y s, i obt, inem rezultatul final, numărul z.

3



3 Tipuri de funct, ii

Definit, ia 15. O funct,ie f : A → B se numes, te injectivă, dacă este adevărată
relat,ia logică:

(∀) a, b ∈ A, a 6= b, f (a) 6= f (b)

Relat,ia se poate rescrie sub formă de echivalent,ă:

f (a) = f (b)⇔ a = b

Definit, ia 16. O funct,ie f : A→ B se numes, te surjectivă, dacă este adevărată
relat,ia logică:

(∀) y ∈ B, (∃!) x ∈ A, f (x) = y

Sau folosind definit,iile studiate:

Im f = B

Adică funct,ia acoperă ı̂ntreg codomeniul.

Definit, ia 17. O funct,ie f : A → B se numes, te bijectivă, dacă ea este s, i
injectivă s, i surjectivă, adică ı̂ntre domeniu s, i codomeniu există o corespondent,ă
1 : 1.

Teorema 1. O funct, ie f : A → B admite o inversă g : B → A, dacă s, i numai
dacă funct, ia f este bijectivă (adică injectivă s, i surjectivă).

Demonstrat,ie. ⇒ Avem o funct, ie f cu g = f−1. În primul rând, fiindcă
f−1 este funct, ie, trebuie ca f−1 (x) să fie definită bine, adică să aibă o singură
valoare posibilă. Adică funct, ia f este injectivă, ı̂n caz contrar, dacă ar exista
f (a) = f (b) = m pentru numere a, b distincte, atunci f−1 (m) = f−1 (f (a)) =
a s, i f−1 (m) = f−1 (f (b)) = b, contradict, ie cu statulul de funct, ie al relat, iei g.
În plus, fiindcă g este definită pe B, ı̂nseamnă că fiecare valoare y ∈ B, are un
corespondent f−1 (y) = x, prin urmare există un f (x) = f

(
f−1 (y)

)
= y pentru

fiecare y din B, adică f este surjectivă. Prin urmare f este bijectivă.
⇐ Dacă f este bijectivă, atunci ı̂ntre mult, imile A s, i B există o corespondent, ă

1 : 1, prin urmare putem grupa elementele celor două mult, imi ı̂n perechi (ai,bi).
Întorcând perechile (bi,ai) s, i construind o funct, ie, cu proprietatea g (bi) = ai
reus, im să construim inversa lui f .

Definit, ia 18. O funct,ie f : A → B se numes, te monoton crescătoare, dacă s, i
numai dacă, pentru orice x < y, f (x) ≤ f (y).

Definit, ia 19. O funct,ie f : A → B se numes, te monoton descrescătoare, dacă
s, i numai dacă, pentru orice x < y, f (x) ≥ f (y).

Definit, ia 20. O funct,ie f : A → B se numes, te strict crescătoare, dacă s, i
numai dacă, pentru orice x < y, f (x) < f (y).

Definit, ia 21. O funct,ie f : A → B se numes, te strict descrescătoare, dacă s, i
numai dacă, pentru orice x < y, f (x) > f (y).
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Definit, ia 22. O funct,ie f : A → B se numes, te monotonă dacă este monoton
crescătoare sau descrescătoare.

Definit, ia 23. O funct,ie f : A→ B se numes, te strict monotonă dacă este strict
crescătoare sau descrescătoare.

Teorema 2. O funct, ie strict monotonă este ı̂ntotdeauna injectivă.

Demonstrat,ie. Notăm o constantă k = sgn f (1)− f (0). Din monotonie, este
adevărat că sgn f (b)− f (a) = k, pentru orice b > a. Dar k ∈ {−1; 1}, din
definit, ia funct, iei sgnx = x

|x| ,x 6= 0 s, i sgn 0 = 0, prin urmare f (b) 6= f (a), dacă

b 6= a, cu alte vorbe funct, ia f este injectivă, adică fiecare valoare din codomeniu
are cel mult un corespondent ı̂n domeniu.

4 Trei ecuat, ii funct, ionale solicitante

Problema 1. Găsit, i toate funct, iile f : Z→ Z, pentru care este adevărată
relat, ia:

f (x + y) + f (x− y) = 2f (x) + 2f (y)

Problema paralelogramului

Solut,ie. Alegem x = y = 0 s, i obt, inem:

2f (0) = 4f (0)

Prin urmare:
f (0) = 0

Alegem x = y s, i obt, inem:
f (2x) = 4f (x)

Alegem x = −y s, i obt, inem:

f (2x) = 2f (x) + 2f (−x)

Prin urmare:
f (x) = f (−x)

Se demonstrează prin induct, ie că, pentru n ∈ N:

f (nx) = f (−nx) = n2f (x)

Dacă notăm f (1) = a, atunci obt, inem:

f (x) = ax2, ∀x ∈ Z

Prin urmare, acestea sunt funct, iile care satisfac condit, ia impusă de problemă.

5



Problema 2. Găsit, i toate funct, iile f : R→ R pentru care este adevărată
relat, ia:

f (x + f (y)) = f (x) + y

Forumurile Art of Problem Solving

Solut,ie. Alegem x = y = 0 s, i obt, inem:

f (f (0)) = f (0)

Alegem x = 0 s, i obt, inem:

f (f (y)) = f (0) + y

Obt, inem că funct, ia f ◦ f este injectivă (strict crescătoare) , prin urmare f este
injectivă. Alegem y = 0 s, i obt, inem:

f (x + f (0)) = f (x)

Din ultima relat, ie obt, inem că funct, ia este periodică de perioadă T = f (0). Dar
o funct, ie injectivă nu poate fi periodică decât de perioadă T = 0, prin urmare
f (0) = 0. Avem relat, ia:

f (f (y)) = y

O funct, ie este propria inversă, dacă s, i numai dacă graficul său are ca simetric
fat, ă de prima bisectoare (y = x) pe sine ı̂nsus, i. Singurele astfel de funct, ii sunt
f (x) = x s, i f (x) = −x, care sunt s, i solut, iile ecuat, iei.

Problema 3. Fie f : R→ R o funct, ie cu proprietatea că:

x + f (x) = f (f (x))

Calculat, i f (f (0)).

Portalul IMOmath

Solut,ie. Vom demonstra că f este injectivă. Dacă avem f (a) = f (b), este
evident că:

f (f (a)) = f (f (b))

Prin urmare:
f (f (a))− f (a) = f (f (b))− f (b)

Adică:
a = b

Prin urmare f este injectivă.
Acum avem că:

f (f (0)) = f (0)

De unde, conform injectivităt, ii:

f (0) = 0

Adică:
f (f (0)) = 0
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