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1 Definitii si proprietati elementare

Definitia 1. Fie A si B doud multimi nevide. O corespondentd f : A — B
se numeste functie daca si numai daca (V) x € A, () y € B pentru care

flx)=y.
Definitia 2. Dacd avem o functie f : A — B, multimea A se numeste dome-
niul functiei f, iar multimea B se numeste codomeniul functiei f.

Definitia 3. Dacd avem o functie f : A — B si f(x) = y, elementul y se
numeste imaginea lui x si se noteaza y = Imx.

Definitia 4. Daca avem o functie f : A — B si M o submultime a lui
A. Definim submultimea lui B: N = {ye B |y=f(x),x € A}. Aceasta
submultime se numeste imaginea lur M si se noteaza N =Im M.

Definitia 5. Dacd avem o functie f : A — B si submultimea lui B notatd
C = ImA, atunci aceastd submultime se numeste imaginea functiei f si se
noteazda C = Im f.

Proprietatea 1. Pentru o f: A — B, sunt adevarate relatiile:
(a) (V) M C A, card M > card Im M;

(b) (V) M C A, cu cardIm M = oo, avem card M = oo (notatia card X = oo
inseamnd cd multimea X este infinitd);

() (V) MCA avem ImMNB=ImM si ImMUB = B;
(d) card A > cardIm f si card B > card Im f;
() InfNB=ImfsilmfuB=B8.

Definitia 6. Definim functia Id A : A — A functia identitate, cu proprietatea
ca (V) z€ A, f(x)==x.

Definitia 7. Definim functia N1 A : A — {0} functia nuld, cu proprietatea cd
(V) z€ A, f(z)=0.

Definitia 8. Pentru o functie f : A — B, definim functia opusd, g : A —
(=1) - B, cu proprietatea cd g (x) = —f (x),(¥) z € A. Notam g = —f. Am
notat n- X =Y, dacd si numai dacdY ={y |y =nz, v € X}.
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2 Operatii cu functii

Definitia 9. Fie f : A — B si g : A — C doua functii. Definim suma celor
doud functii h : A — B+C, cu proprietatea cd (V) z € A, h(z) = f (z)+g (x).
Notam suma a doud functic h = f 4+ g. Notatia folosita pentru multimi X +Y
reprezintd multimea Z ={z | z=x+y, x € X, ye Y}.

Proprietatea 2. Suma unor functii definite pe A are urméatoarele proprietati:

f+g=g+f;
(f+9)+h=f+(g+h);
f+NIA=NIA+ f=F.

Definitia 10. Fie f: A — B sig: A — C doud functii. Definim diferenta celor
doud functii h : A — B—C, cu proprietatea ci (V) x € A, h(z) = f(z)—g(z).
Notam suma a doud functii h = f — g. Notatia folosita pentru multimi X —Y
reprezintd multimea Z ={z | z=x—y, vt € X, y € Y}.

Proprietatea 3. Diferenta unor functii definite pe A are urmatoarele pro-
prietati:

(@) f-g=—(9-1)

(b) f—g—h=f—(g+h)

() f—g=[+(-9);

(d) f=NIA=—-(NIA-f) = f;
(e) f—f=NIA.

Definitia 11. Fie f: A — B sig: A — C douad functii. Definim produsul celor
doud functii h : A — B - C, cu proprietatea ca (V) © € A, h(z) = f(z)-g(z).
Notam produsul a doud functit h = f - g. Notatia folosita pentru multimi X -Y
reprezintd multimea Z ={z | z=x-y, vt € X, y € Y}.

Proprietatea 4. Produsul unor functii definite pe A are urmatoarele pro-
prietati:

) fr9=g"f;

) (f-9)-h=f-(g-h)
)

)

(a
(b
(¢) f-ITdA=1dA-f = f:

(d) f-NIA=NIA- f =NI4;
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Definitia 12. Fie f : A —» B si g : A — C doud functii, g nenuld. Definim
raportul celor doud functii h : A — £ cu proprietatea ci (V) = € A, h(z) =

%,g (z) # 0. Notam raportul a doud functii h = 5. Notatia folositd pentru

multimi % reprezinta multimea Z = {z ‘ z= 5, reX, ye Y}.
Proprietatea 5. Raportul unor functii definite pe A are urmitoarele pro-
prietati:

(a) gzhﬁgoh:fé%:g,g, h # N1 A;
(b) £.4=1dA4, f, g# N4

(c) £ =1dA, f#NIA

() @z =f;

(e) MA =NIA, f#Nl4;

Definitia 13. Fie g : A — B si f : B — C doud functii. Definim com-
punerea celor doud functii h : A — C, cu proprietatea ca (¥) x € A, h(z) =
f(g(x)),g(x) #0. Notam compunerea a doud functii h=go f.

Proprietatea 6. Compunerea a doua functii are urmatoarele proprietati:

a) foldB=1dB;

(a) f

(b) foNIB = NIB:

(c) cardImgo f < cardIm g < card B;
(d) cardImgo f < cardIm f < cardC.

Definitia 14. Fie f : A — B o functie. Dacd existd o functie g : B — A,
pentru care g o f = Id B, atunci numim g inversa lui f si notdm g = f~1.

Concluzie. Studiind operatiile cu functii am ajuns la urmatoarele concluzii im-
portante:

1) Operatiile fundamentale — suma si produsul, ca si derivatele lor, diferenta
si raportul, functioneaza dupa urmatoarea schema, elementul lor comun
fiind aplicarea simultand (la acelasi pas) a celor doud functii. Pornim
de la un numar x. Aplicadm simultan cele doua functii f si g lui
x si obtinem doua numere y; si y2. Printr-o operatie algebrica
standard, cele doua rezultate sunt cumulate pentru a obtine un
singur rezultat y.

2) Operatia specifica functiilor — compunerea — functioneaza dupa o schema
modificata. Cele doua functii sunt aplicate succesiv, nu simultan. Pornim
de la un numar x. Aplicam functia g lui x si obtinem numarul y.
Aplicam functia f lui y si obtinem rezultatul final, numarul z.
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3 Tipuri de functii

Definitia 15. O functie f : A — B se numeste injectiva, dacd este adevaratd
relatia logica:

(V) a,be A, a#b, f(a) # f(b)

Relatia se poate rescrie sub forma de echivalenta:

fla)=f(b) & a=b

Definitia 16. O functie f : A — B se numeste surjectiva, dacd este adevdratd
relatia logica:
(V) yeB, (@) zed, f(x)=y

Sau folosind definitiile studiate:
Imf=8
Adica functia acoperd intreg codomeniul.

Definitia 17. O functie f : A — B se numeste bijectivd, dacd ea este si
injectiva st surjectiva, adica intre domeniu si codomeniu exista o corespondenta
1:1.

Teorema 1. O functie f : A — B admite o inversa g : B — A, daca si numai
dacd functia f este bijectiva (adica injectiva si surjectiva).

Demonstratie. Avem o functie f cu g = f1. In primul rand, fiindci
f~1 este functie, trebuie ca f~! (x) si fie definitd bine, adici si aiba o singura
valoare posibila. Adica functia f este injectiva, in caz contrar, dacd ar exista
f (a) = f (b) = m pentru numere a, b distincte, atunci f=! (m) = f~! (f (a)) =
asi f~1(m) = f=1(f (b)) = b, contradictie cu statulul de functie al relatiei g.
In plus, fiindca g este definita pe B, inseamna ca fiecare valoare y € B, are un
corespondent f~' (y) = x, prin urmare existad un f (z) = f (f~! (y)) = y pentru
fiecare y din B, adica f este surjectiva. Prin urmare f este bijectiva.
Daca f este bijectiva, atunci intre multimile A si B exista o corespondenta

1: 1, prin urmare putem grupa elementele celor doud multimi in perechi (a;,b;).
Intorcand perechile (bi,a;) si construind o functie, cu proprietatea g (b;) = a;
reusim sa construim inversa lui f.

Definitia 18. O functie f : A — B se numeste monoton crescatoare, dacd si
numai dacd, pentru orice x <y, f(x) < f(y).

Definitia 19. O functie f : A — B se numeste monoton descrescdatoare, dacd
st numai daca, pentru orice x <y, f(x) > f(y).

Definitia 20. O functie f : A — B se numeste strict crescatoare, dacd si
numai dacd, pentru orice x <y, f(z) < f (y).

Definitia 21. O functie f : A — B se numeste strict descrescdtoare, dacd $i
numai dacd, pentru orice x <y, f(z) > f(y).
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Definitia 22. O functie f : A — B se numeste monotond dacd este monoton
crescatoare sau descrescatoare.

Definitia 23. O functie f : A — B se numeste strict monotond daca este strict
crescatoare sau descrescatoare.

Teorema 2. O functie strict monotona este intotdeauna injectiva.

Demonstratie. Notam o constantd k = sgn f (1) — f (0). Din monotonie, este
adevarat ca sgn f (b) — f (a) = k, pentru orice b > a. Dar k € {—1;1}, din
definitia functiei sgnz = ﬁ,x # 0 si sgn0 = 0, prin urmare f (b) # f (a), daci
b # a, cu alte vorbe functia f este injectiva, adica fiecare valoare din codomeniu
are cel mult un corespondent in domeniu.

4 Trei ecuatii functionale solicitante

Problema 1. Gasiti toate functiile f : Z — Z, pentru care este adevarata
relatia:

flaty)+f@—y)=2f(x)+2f ()
Problema paralelogramului
Solutie. Alegem x =y = 0 si obtinem:
2f(0) =47 (0)

Prin urmare:
f(0)=0
Alegem x = y si obtinem:
fQ2z) =4f (z)
Alegem x = —y si obtinem:

f(2x) =2f () + 2f (—x)
Prin urmare:
f(@) = [f(=x)
Se demonstreaza prin inductie ca, pentru n € N:
f(nz) = f (—nx) = n’f (z)
Daca notam f (1) = a, atunci obtinem:

f(x)=a2* Yz eZ

Prin urmare, acestea sunt functiile care satisfac conditia impusa de problema.
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Problema 2. Gasiti toate functiile f : R — R pentru care este adevarata
relatia:
fle+f@)=rf(x)+y

Forumurile Art of Problem Solving
Solutie. Alegem x =y = 0 si obtinem:
f(f(0))=71(0)
Alegem x = 0 si obtinem:
FUrW)=r0)+y

Obtinem ca functia f o f este injectiva (strict crescatoare) , prin urmare f este
injectiva. Alegem y = 0 si obtinem:

fz+f(0) = f(x)

Din ultima relatie obtinem ca functia este periodica de perioada T'= f (0). Dar
o functie injectiva nu poate fi periodica decat de perioada T" = 0, prin urmare
f(0) = 0. Avem relatia:

f(fy) =y

O functie este propria inversa, dacd si numai daca graficul sau are ca simetric
fatd de prima bisectoare (y = ) pe sine insusi. Singurele astfel de functii sunt
f(z) =z si f(x) = —=x, care sunt si solutiile ecuatiei.

Problema 3. Fie f: R — R o functie cu proprietatea ca:

z+ f(z)=f(f(z))
Calculati f (f (0)).
Portalul IMOmath

Solutie. Vom demonstra ci f este injectiva. Dacd avem f(a) = f(b), este
evident ca:

Prin urmare:
Adica:

Prin urmare f este injectiva.
Acum avem ca:

De unde, conform injectivitatii:

Adica:



